Szallitasi feladat
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Bevezet

A lineéris programozas programozas matematikai modellje szamtalan specidlis feladat megoldasara
alkalmazhato.

Specialisan megfogalmazott feladatok kdzé sorolhatjuk az ugynevezett szallitasi feladatot. A szallitasi
feladat az alapeseten tal valtozatos modon bvithet, tovabbi kovetelményekkel kiegészithet.

A szallitasi feladat alapesetének megértéséhez tekintsiink egy termel vallalatot, amely harom
telephelyen, mas-mas f6ldrajzi helyen talalhat6 gyarto kapacitassal rendelkezik. A harom lizemben
azonos minségben 4allit el olyan terméket melyre négy felvev helynek is sziikksége van. A négy
felvev hely mas forrasbol nem tudja az igényét kielégiteni.

A harom telephely adott idegység alatt 45 t, 50 t és 65 t gyartokapacitassal rendelkezik. A felvev
helyek (fogyasztok) igénye ezen idszak alatt azonosan 40 tonna.

Célunk az, hogy meghatarozzuk honnan, hové, mennyi arut szallitsunk, hogy a szallitasi 6sszkoltség a
lehet legkisebb legyen. A széllitds megtervezése sordn a szallitasi koltségeket természetesen
figyelembe kell venni. A vallalat a szallitasi koltségek 0sszegét olyan alacsonyan kivanja tartani,
amennyire csak lehetséges.

A szallitasi koltségeket a kovetkez tablazat jeleniti meg:

F1 F2 F3 F4
TL |7 8 5 6
T 3 2 1 9
T3 |5 9 4 3

A koltségtablazatban talalhat6 értékek azt jelentik, hogy egy egységnyi, példankban egy tonna termék
elszéllitasa az adott telephelyrl egy adott felvev helyre mennyibe keriil. Az adott érték a tavolsagot és
a foldrajzi adottsagokat is figyelembe veszi. Példankban egy tonna termék elszallitasa a masodik
telephelyrl a negyedik fogyasztohoz 9 ezer forintba keriil.

A feladatnak azt a megoldasat keressiik, amely vallalati szinten a legkisebb szallitasi 6sszkoltséget
eredményezi, természetesen a fogyasztok igényeinek kielégitése mellett.

A szallitasi feladat linearis programozasi matematikai modellje

A megadott szamértékek szerint a telephelyek kapacitdsosszege a felvev helyek dsszes igényével



megegyezik. Megjegyezhetjiik, hogy ellenkez esetben a széllitasi feladat atfogalmazhato és
visszavezethet erre az esetre, ahogy ezt a késbbiekben majd latni fogjuk.

A kapacitasok és igények egyezségének a kdvetkezménye, hogy a teljes gyartott mennyiség
kiszallitasra kertil, ezzel egyidejleg az igények teljes egészében kielégitésre keriilnek.

Ha X (=1, ..., 3, =1, ..., 4) jeloli az i-edik feladotdl a j-edik igénylnek szallitott mennyiséget, akkor a

feltételrendszer igy néz ki:

X F X x5 +x,=45
Xy X5y FXp3 +X,, =50
Xy F X35 T X33 + X3, =65
X+ x5 x5, =40
Xjy Xy, + x5, =40
Xj3 Xy +x33,=40
Xi4 Xy + x5, =40

A célfiiggvény pedig a teljes szallitasi koltséget fjezi ki, melyet minimalizalnunk kell.

z=Txy, +8x12+5x13+6x14+3x21 -|-2x22-|—x23-|-9x24—|-5x31 +9x32-|-4x33—|—3x34 — min

Az elz feltételeket és a célfiiggvényt matrixok €s vektorok hasznalataval a kdvetkez formaban
irhatjuk fel:

X1

X12

X13
111100000000 ][x4] [45]
000011110000 |y, 50
000000001 T1T1°1 65

X2
100010001000 = 40

X
010001000100] 40
0010001000T1 0] e 40
00010001000 1]| x5y 40

X3

X33

X34




z=[785632195943] —min

X34

A bevezet feladat konkrét megfogalmazasatol és értékeitl az altalanositas iranyaba tovabblépiink.
Altalaban, ha m szamu telephely, n szamu fogyaszt6 szerepel a rendszerben, a koltségmatrix egyes
elemeit Cji>a kapacitasokat z; , a fogyasztoi igényeket r jeloli, a akkor a bevezetett jelolésekkel a

kovetez formaban irhatjuk fel a széllitasi feladatot:

1. X >0, (i=1,..,m, j=1,..,n), vagyis minden szallitdsi mvelet a telephelyek fell a
fogyasztok irdnyaba torténik, nem sziikséges, hogy minden telephelyrl minden fogyaszt6 szdmara
torténjen szallitas.

n
2. le.j =t, >0, (i=1,..,m), vagyis a telephelyek kapacitasat teljes egészében kihasznalva minden
j=1
termék kiszallitasra kertl a fogyasztokhoz.

m n
4. Zt. = er , vagyis a telephelyek kapacitasainak 6sszege pontosan megfelel a fogyasztoi igények

Osszegének. Ha konkrét feladat esetében nem 4llna fenn ez a feltétel, abban az esetben is atfogalmazhato
a feladat erre az esetre.

5. z= ¢;x;—min, a celfuggveny, vagyis a teljes kiszallitasi koltseg.

m
=1 j=1

1



A szallitasi feladat fenti megfogalmazasa alapjan nyilvanvalo, hogy linearis programozasi feladatrol van
sz0.

A linedris programozasi feladat dudlparjat is célszer rogton felirni, mivel - ahogyan ezt a késbbiekben
lathatjuk - a szallitasi feladat megoldasanak optimalitasat erre alapozva ellenrizhet;jiik.

A dudlfeladat

A dudlfeladatot a szallitasi feladat primalfeladata alapjan irjuk fel. A dudlvaltozokat két csoportra
bontjuk, a telephelyek (u) és fogyasztok(v) szamanak megfelelen. A dudl feladat altalanos
megfogalmazasat megelzen a bevezt feladatunkon szemléltetjiik a dudlpar elllitasat, majd levonjuk
az altalanosithato kovetkeztetéseket.

A modositott minimumfeladat dualpérjanak felirdsi modja szerint kapjuk a szallitasi feladathoz tartozo
duélfeladatot.

(100100 0] 7]
1000100] 8
1000010| W 5
1000001 | u, 6
0101000 | 3
0100100 2
o100010] |5
0100001/ 2 9
0011000] Vs 5
0010100]|0v, 9
0010010/ 4
0010001 3

Megfigyelhet, hogy az egylitthatd matrix minden soraban pontosan két darab egyes talalhato, az egyik
egyes kivalaszt egy u valtozot, amely telephelynek felel meg, a masik egy v valtozot, amely egy
fogyasztonak felel meg. A fenti egyenltlenségrendszer baloldalan tizenkét darab olyan dsszeg szerepel,
melyben egy u és egy v valtozo talalhatd. Mind a harom u valtozoo szerepel egy-egy 0sszegben mind a
négy v valtozéval. Az egyenltlenségek jobb oldalan a koltségmatrix megfelel elemei taldlhatok.

A dualfeladatban szerepl egyenltlenségrendszert az egyiitthatdo matrix specialis volta miatt mas
alakban is megfogalmazhatjuk:
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z= — max
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ul, v eljele tetszleges, e ésej a megfelel egységvektorok.

Tiltott viszonylatok

Szallitasi feladatok esetében életszer az a megkotés, hogy bizonyos telephelyekrl nem lehetséges a
szallitas egyes fogyasztokhoz. A tiltott viszonylatokat szallitasi koltségét elegenden nagyra valasztjuk.
A koltségminimalizalasra torekv algoritmusaink elkeriilik a tdlzottan magas koltség viszonylatokat és
a korabban targyalt alapesetre vezetjiik vissza a tiltott viszonylatok esetét.

A kovetkez példan szemléltetjiik a tiltotarifat.

F1 F2 F3 F4 Kapacitas
T1 |4 2 7 M 30
T2 |5 2 M 4 25
T3 |4 8 3 1 40
Igény |15 15 40 25 95 =95

A szallitasi feladat eltér kapacitds osszeg és igény osszeg esetén
A szallitasi feladat megoldasat arra az esetre elegend kidolgozni amikor a kapacitasok és az igények
Osszege egymassal egyenl. Ha a két érték eltér egymastol, akkor fiktiv fogyasztasi hely, vagy fiktiv

telephely bevezetésével visszavezetjiik a feladatot az eddigiekben targyalt alapesetre.

A bevezet feladatunkban azonos volt a kapacitasok és igények Osszege:

F1 F2 F3 F4 Kapacitas
T1 |7 8 5 6 45
T2 |3 2 1 9 50
T3 |5 9 4 3 65
Igény |40 40 40 40 160 = 160

A feladat megoldasa tovabbi elékészit 1épést nem igényel. Akdvetkez tablazatban megfogalmazott
feladat ugyanakkor eltér igény és kapacitas 6sszeggel rendelkezik. Az Gsszesitett igény 600, mig a
kapacitas 400. A feladatnak természetesen csak olyan megoldasat lehet megadni, amelyben egy, vagy
tobb fogyaszto az altala igényeltnél kevesebb termékhez jut.



F1 F2 F3 F4 Kapacitas
T1 |2 1 0 5 100
T2 |3 7 15 9 100
T3 |14 0 2 6 200
Igény (150 150 150 150 600 <> 400

A hiadnyz6 kapacitast fiktiv telephellyel fedjiik le, melynek a kapacitasa épp az eltéréssel egyezik meg,
amint a kovetkez tdblazatban ezt szemléltetjiik. A fiktiv telephely beveztésével az alapesetre vezettiik
vissza a feladatot. Mivel a fiktiv telephelyrl val6 kiszallitds nem valosagos, fogyasztoé termékhez nem
jut, a 200 egységnyi termék nem is létezik, ezért a koltségmatrix megfelel soraban zérus koltségeket
talalunk.

F1 F2 F3 F4 Kapacitas
T1 |2 1 0 5 100
T2 |3 7 15 9 100
T3 |14 0 2 6 200
TF |0 0 0 0 200
Igény |150 150 150 150 600 = 600

A kovetkez példankban a fiktiv fogyaszto bevezetését szemléltetjiik.

F1 F2 F3 F4 Kapacitas
T1 (12 2 5 3 30
T2 |6 4 9 6 40
T3 |7 2 3 2 30
Igény |22 25 17 21 85 <> 100

A fogyasztoi igények dsszege 100, a telephelyek kinalata egyiittesen 85. Olyan fiktiv fogyaszto
bevezetésével vezetjiik vissza az alapesetre ezt a feladatot, melynek a igénye az eltéréssel egyezik meg.
A fiktiv fogyaszt6 altal igényelt 15 ( a mértékegységet mellzziik) egységnyi termék kiszallitdsra nem
keriil, a telephelyeken marad, a megfelel viszonylatok szallitasi koltsége természetesen nulla.

F1 F2 F3 F4 FF Kapacitas
T1 |12 2 5 3 0 30
T2 |6 4 9 6 0 40
T3 |7 2 3 2 0 30
Igény (22 25 17 21 15 100 = 100




A tiltott viszonylat fontos szerephez juthat olyan esetekben, amikor a kapacitdsdsszeg meghaladja a
fogyasztoi igények egylittesét, de egy telephely a teljes kapacitasanak megfelel mennyiséget valamely
ok miatt teljes egészében ki kell hogy szallitsa. A gyakorlati ok lehet ilyen esetben példaul a httarolo
hidnya, vagy meghibasodasa, stb.

Tegyiik fel, hogy a masodik telephely nem rendelkezik ht tarol6 kapacitassal. Minden terméket
azonnal ki kell széllitania. A fiktiv fogyaszt6 bevezetése utan a megfelel viszonylat koltségét
elegenden nagyra valasztjuk (M). Ezzel elérjiik, hogy a kapacitasfelesleg ne a masodik telephelyen
jelentkezzen.

F1 F2 F3 F4 F5 Kapacitas
T1 (12 2 5 3 0 30
T2 |6 4 9 6 M 40
T3 |7 2 3 2 0 30
Igény (22 25 17 21 15 100 = 100

Hasonldan jarunk el akkor is, ha kapacitasa hiany 1ép fel, de egy adott fogyasztd igényét feltétleniil ki
kell elégiteni. Ekkor ennek a fogyasztonak a fiktiv telephely szallitasat sjtjuk tilt6 tarifaval.

A szallitasi feladat megoldasa disztribucios modszerrel

A korabbiakban kidertilt, hogy a széllitasi feladat nem mas, mint egy linearis programozasi feladat, a
korabbi fogalmaink szerint modositott normal feladat. A megoldasa a szimplex modszerrel lehetséges.
Jegyezziik meg, hogy a szallitasi feladat reprezentalasara alkalmas linedris programozasi feladat mérete
a kisebb gyakorlati esetekben is oriasi. Ugyanakkor a feladat specialitasabdl szdrmazoan egyéb
megoldasi mddszerek is kidolgozasra keriiltek, melyek olcsdébban és gyorsabban vezetnek optimalis,
vagy szuboptimalis megoldasra.

A szallitasi feladat esetében is a szimplex mddszerhez hasonldan jarunk el. Elallitunk egy lehetséges
bazismegoldast, majd 1épésrl 1épésre javitjuk a megoldast Bijabb valtozoknak a bazisba vonaséaval, amig
az optimumot, vagyis a minimalis szallitasi koltséget el nem érjiik.

Mivel lineéris programozasi feladatrool van sz, vegyiik figyelembe az alternativ megoldasok
lehetségét. A szallitasi feladatnak is lehetséges tobb, egymastol eltér, de azonos kiszallitasi koltség
megoldésa.

A szallitasi feladat egy lehetséges bazismegoldasa

A megoldas megadja, hogy mely viszonylatokban mennyi terméket kell kiszallitani, mely telephelyrl
mely fogyasztonak. A fogyasztok igényeit igyeksziink kielégiteni.

Tovabbi bizonyitas nélkiil fogadjuk el, hogy akkor talaltuk meg egy szallitasi feladat lehetséges
bazismegoldasat, ha ntm-1 szamu viszonylatot valasztottunk ki ugy, hogy a fogyasztoi igényeket
kielégitettiik, a kapacitdsokat kihasznaltuk. Amennyiben fiktiv fogyasztét, telephelyet vezettiink be,
akkor n+m viszonylatot kell megfelelen kivalasztanunk.



A tobbi viszonylaton szallitds nem torténik, vagyis nulla mennyiséget szallitunk.

Jegyezziik meg, hogy amint a linearis programozasi feladatok megoldasa soran taldlkoztunk
degeneracioval, Gigy ez itt is jelentkezhet. A pontosan n+m-1 (esetleg n+m) szallitasi viszonylatot akkor
is meg kell valasztanunk, ha nulla mennyiséget kell tovabbitanunk. A szallitasi viszonylatokat kotott
helyeknek is nevezziik.

A szallitasi feladat egy lehetséges bazismegolddasdnak elallitiasa

Harom a gyakorlatban is elterjedt modszert ismertetiink. Ismertetésiik sorrendjében bonyolultsaguk
egyre fokozodik, egyre gyakrabban egyre inkabb megkozelitik az optimalis megoldast. De a minimalis
koltségnél jelentsen kedveztlenebb megoldast is szolgaltathatnak, hiszen csak azt garantaljak, hogy
lehetséges bazismegoldast allitanak el, azt nem, hogy az optimalisat.

VY A szallitasi feladat egy lehetséges bazismegoldasanak
elallitasa:
»Eszaknyugati sarok” masképp ,,Bastya” modszer

Valasszuk a bevezet feladatunkat a modszer bemutatasara. Allitsunk el egy lehetséges
bazismegoldast. A megoldas soran NEM toreksziink arra, hogy a megoldas a szallitasi 6sszkoltséget
valamely mértékben is minimalizalja. Célunk csupén egy egy lehetséges megoldas meghatarozasa,
amely esetleg a legkdltségesebb az 6sszes koziil.

Az eljaras soran az els telephely kapacitasat felhasznalva megprobaljuk az els fogyasztonak
kiszallitani az igényelt mennyiséget. Ha marad felesleg, akkor azt a kovetkez fogyasztonak
szallitjuk. Ha a masodik fogyaszt6 igényét nem elégitettiik ki, akkor a masodik telephelyrl azt
potoljuk, és igy tovabb.

A megoldaés elallitasat 1épésrl-1épésre szemléltetjiik a kdvetkezkben.

F1 F2 F3 F4 Kapacitas
T |7 8 5 6 45
T2 |3 2 1 9 50
T3 |5 9 4 3 65
Igény 40 40 40 40 160 = 160

A koltségmatrix elemeit a megoldas elallitdsa soran nem vessziik figyelembe. A telephelyek
kapacitasait sorban felhasznéljuk a fogyasztok igényeinek kielégitésére. A telephelyek fennmarado
kapacitasat, a fogyasztok maradék igényeit €s az 6sszes szallitasi koltséget 1épésrl-1épésre
kiszdmitjuk.




Az indulo disztribucids tablazatunk a kovetkez:

F1 F2 F3 F4 Készlet |[Maradék
45 45
T1|7 8 5 6
50 50
T2 1|3 2 1 9
65 65
T3 1|5 9 4 3
Igény 40 40 40 40 Koltség 0
Szall. 0 0 0 0

Telep Fogyaszto

F1
m

F2
T

F3
™

F4

Az els telephely (T1) kapacitasabol teljes egészében kielégitjiik az els fogyaszto (F1) igényét 40
egységnyi termékkel. T1-ben marad 5 egységnyi termék.

A szallitasi 6sszkoltség: z=7-40 =280.



F1 F2 F3 F4 Készlet |[Maradék

40 45 5

T1|7 8 5 6
50 50

T21|3 2 1 9
65 65

T3 |5 9 4 3
Igény | 40 40 40 40 || Koltség| 280

Szall. 40 0 0 0

Telep Fogyaszto

F1
. /

F2

F3

F4

Az els telephely (T1) maradék kapacitasabol 5 egységnyi terméket szallitunk a masodik
fogyasztonak (F2). Az els telephely kapacitasat kimeritettiik. A masodik fogyaszto tovabbi 35
egységnyi terméket igényel.

A szallitasi Osszkoltség: z=7-40 + §8-5 =320.



F1 F2 F3 F4 Készlet |[Maradék

40 5 45 0

T1|7 8 5 6
50 50

T21|3 2 1 9
65 65

T3 |5 9 4 3
Igény | 40 40 40 40 || Koltség| 320

Szall. 40 5 0 0

Telep Fogyaszto
___~ F1

.\ F2

A

™

F3

F4

A masodik fogyasztonak (F2) az masodik telephelyrl (T2) szallitjuk ki a 35 egységnyi termeéket, 15
egységnyi maradék keletkezik.

A szallitasi Osszkoltség: z=7-40 + 8-5 + 2-35 =390.



F1 F2 F3 F4 Készlet |[Maradék
40 5 45 0
T1|7 8 5 6
35 50 15
T21|3 2 1 9
65 65
T3 |5 9 4 3
Igény | 40 40 40 40 || Koltség| 390
Szall. 40 40 0 0

Telep Fogyaszto

/
@
T
@

F1

F2

F3

F4

Az eddigiekhez hasonldan hajtjuk végre a szallitasi feladat lehetséges bazismegoldasat elallito
1épéseket.



F1 F2 F3 F4 Készlet |Maradék
40 5 45 0
Tl
35 15 50 0
T2
65 65
T3
Igény | 40 40 40 40 || Koltség| 405
Szall. | 40 40 15 0
Telep Fogyaszto
___~ F1
- F2
T £3

F4




F1 F2 F3 F4 Készlet |[Maradék
40 5 45 0
T1|7 8 5 6
35 15 50 0
T21|3 2 1 9
25 65 40
T3 |5 9 4 3
Igény | 40 40 40 40 || Koltség| 505
Szall. 40 40 40 0

Telep Fogyaszto

F1

/

F2

Az "Eszaknyugati sarok" modszer 4ltal elallitott lehetséges bazismegoldast lathatjuk a kovetkez
tablazatban.

A bézismegoldashoz tartozo szallitasi 6sszkoltség:
z=7-40 +8-5+2-35+1-15 +4-25 +3-40 =625.



F1 F2 F3 F4 Készlet |[Maradék
40 5 45 0
T1|7 8 5 6
35 15 50 0
T21|3 2 1 9
25 40 65 0
T3 |5 9 4 3
Tgény | 40 40 40 40 || Koltség| 625
Szall. 40 40 40 40

Telep Fogyaszto

F1

/
F2

F3

F4

A degeralt eset

A linearis programozasi feladatnal kordbban tapasztaltakhoz hasonldan a degeneracio esete a
szallitasi feladat megoldasa soran is jelentkezhet. A gyakorlatban ez azt jelenti, hogy a telephely
kapacitéasa épp fedezi a fogyaszto igényét, nincs maradék kapacitas. A lehetséges bazismegoldast ugy
allitjuk el ebben az esetben, hogy a telephely és a kovetkez fogyasztd viszonylatdban nulla
mennyiség kiszallitasat programozzuk. Ezt a nullat, mint a kotott helyek egyikét jelolniink kell. Ezért
hasznaltuk koradbban az na=0 jel6lést, hogy nulla mennyiség szallitasat jelent kotott helyeket a 0
hatarozott kiirdsaval meg tudjuk kiilonboztetni a nem kotott helyektl.

Lassunk példat a degeneraciora, az elzleg megoldott feladat egy valtozataval.



Az eltérés annyi, hogy a mésodik telephely (T2) kapacitasa 35 egység, épp fedezi a masodik
fogyaszt6 igényét.

F1 F2 F3 F4 Kapacitas
T |7 8 5 6 45
T2 |3 2 1 9 35
T3 |5 9 4 3 80
Igény 40 40 40 40 160 = 160

A lehetséges bazismegoldas eléllitasa soran iigyelniink kell arra, hogy a kotott helyek szama
mindig m +n — 1 legyen. Ezt biztositjuk degeneralt esetben a 0 mennyiség programozasaval.

F1 F2 F3 F4 Készlet |[Maradék
40 5 45 0
T1|7 8 5 6
35 0 35 0
T2 |3 2 1 9
40 40 30 0
T3 |5 9 4 3
Igény | 40 40 40 40 || Koltség| 670
Szall. 40 40 40 40




Telep  Fogyaszto
F1
F2
F3

F4

VY A szallitasi feladat egy lehetséges bazismegoldasanak
elallitasa:

Soronként, oszloponként a legkisebb koltség helyek
kivalasztasa

A moddszer bemutatasara szintén a bevezet feladatunkat valasztjuk. A kiilonboz modszerekkel
meghatarozott megoldasok igy dsszevethetvé valnak.

Az "Eszaknyugati sarok" modszer nem igyekezett a minimalizalni a szallitasi 6sszkoltséget. Ugy
tnik, hogy a legkézenfekvbb modja az 6sszes szallitasi koltség csokkentésének, az ha figyelembe
vessziik a viszonylatonkénti koltségeket és a kisebb koltség viszonylatokon igyeksziink szallitani,
természetesen az igényeknek ¢€s a kapacitdsoknak megfelelen a lehet legtobbet.

Allitsunk el egy lehetséges bazismegoldast a legkisebb koltség helyek figyelembevételével. A
megoldas soradn arra toreksziink arra, hogy a szallitasi 6sszkoltséget, vagyis a célfiiggvényt
minimalizéljuk.

Az eljaras soran azon a viszonylaton kezdjiik a szallitds programozasat, ahol az egységenkénti
koltség a legkisebb. Ha a telephely kapacitasa nem elég a fogyasztonak, akkor a kdvetkez alacsony
koltség telephelyrl szallitjuk a maradékot. Ha a telephely kapacitasa tobb, akkor a telephely
soraban keressiik a kdvetkez alacsony koltség viszonylatot. Ezt az eljarast kovetve hatarozunk meg
egy lehetséges bazismegoldast.

A bevezet feladatunk:




F1 F2 F3 F4 Kapacitas
T1 |7 8 5 6 45
T2 |3 2 1 9 50
T3 |5 9 4 3 65
Igény 40 40 40 40 160 = 160
Az indul6 disztribucids tablazatunk:
F1 F2 F3 F4 Készlet |Maradék
45 45
T1|7 8 5
50 50
T2 |3 2 1
65 65
T3 |5 9 4
Igény 40 40 40 40 Koltség 0
Szall. 0 0 0 0
Telep Fogyaszto
F1
F2
F3
F4

A legkisebb koltség viszonylat a T2->F3, egységenkénti koltsége 1. A harmadik fogyaszto (F3)




ignyét teljes egészében ki tudjuk elégiteni 40 egységnyi termékkel. T1-ben marad 10 egységnyi
termék.

A szallitasi 6sszkoltség: z=1-40 =40.

F1 F2 F3 F4 Keszlet |Maradék

45 45

T11|7 8 5 6
40 50 10

T2 |3 2 1 9
65 65

T3 |5 9 4 3
Igény | 40 40 40 40 || Koltség| 40

Szall. 0 0 40 0

Telep Fogyaszto

. F
®__

F1

2

3

F4

A masodik telephely (T2) maradék kapacitasabol 10 egységnyi terméket szallitunk a masodik
fogyasztonak (F2). A mésodik telephely kapacitasat kimeritettiik. A masodik fogyaszto tovabbi 30
egységnyi terméket igényel.

A szallitasi 6sszkoltség: z=1-40 +2-10 = 60.



F1 F2 F3 F4 Készlet |[Maradék
45 45
T1|7 8 5 6
10 40 50 0
T2 1|3 2 1 9
65 65
T3 1|5 9 4 3
Igény 40 40 40 40 Koltség 60
Szall. 0 10 40 0

Telep Fogyaszto

. F
—
.\ .

F1

2

3

F4

A masodik fogyasztonak (F2) az els telephelyrl (T1) (8<9) szallitjuk ki a 30 egységnyi terméket,
15 egységnyi maradék keletkezik.

A szallitasi 6sszkoltség: z=1-40 +2-10 + 8-30 =390.



F1 F2 F3 F4 Készlet |[Maradék
30 45 15
T1|7 8 5 6
10 40 50 0
T21|3 2 1 9
65 65
T3 |5 9 4 3
Igény | 40 40 40 40 || Koltség| 300
Szall. 0 40 40 0

Telep Fogyaszto

.\
_—
'\

F1

F2

F3

F4

Az eddigiekhez hasonldan hajtjuk végre a szallitasi feladat lehetséges bazismegoldasat elallito
1épéseket.



F1 F2 F3 F4 Készlet |Maradék
30 15 45 0
Tl
10 40 50 0
T2
65 65
T3
Igény | 40 40 40 40 || Kéltség | 390
Szall. 0 40 40 15
Telep Fogyaszto
F1
F2
F3

F4




F1 F2 F3 F4 Készlet |[Maradék
30 15 45 0
T1|7 8 5 6
10 40 50 0
T21|3 2 1 9
25 65 40
T3 |5 9 4 3
Tgény | 40 40 40 40 || Koltség| 465
Szall. 0 40 40 40

Telep Fogyaszto

.\ F2

o§
F3

.\ F4

A soronként, oszloponként legkisebb koltség helyek kivalasztasaval eléllitott lehetséges
bazismegoldast lathatjuk a kovetkez tablazatban.

F1

A bézismegoldashoz tartozo szallitasi 6sszkoltség: )

z=1-40 +2-10 +8-30 +6-15 +3-25 + 5-40 = 665. Ez j6val magasabb, mint az "Eszaknyugati
sarok" mdszer altal szolgaltatott 625. A romlé érték magyarazatat abban a szemellenzs "mohd"
torekvésben talaljuk meg, hogy minden esetben az ad6do legkisebb koltég viszonylatot valasztjuk a
szallitas programozasara. Ez teljesen félrevezet lehet, mint ez a példa is szemlélteti.



F1 F2 F3 F4 Készlet |[Maradék
30 15 45 0
T1|7 8 5 6
10 40 50 0
T21|3 2 1 9
40 25 65 0
T3 |5 9 4 3
Tgény | 40 40 40 40 || Koltség| 665
Szall. 40 40 40 40

Telep Fogyaszto

F1

m
F2

T
F3

=
T F4

VY A szallitasi feladat egy lehetséges bazismegoldasanak
elallitasa:
A Vogel-Korda féle modszer

A "Vogel-Korda" eljarés alapgondolata a soronként, oszloponként legkisebb koltség helyek
kivalasztasara épiil megoldas kedveztlen tulajdonséagait probalja kikiiszobolni. Soronként €s
oszloponként képezziik a két legkisebb koltség adat kiilonbségét. Annal a fogyasztonal, vagy
telephelynél kezdjiik a készletek kiszallitasat, amely esetében a legolcsobb és a masodik legolcsobb
viszonylat kozotti ardifferencia a legmagasabb.




A moédszer bemutatdsara szintén a bevezet feladatunkat valasztjuk. A kiilonb6z médszerekkel
meghatarozott megoldasok igy dsszevethetvé valnak.

Allitsunk el egy lehetséges bazismegoldast a Vogel-Korda modszerrel. A megoldas elallitasat
1épésrl-1épésre szemléltetjiik a kovetkezkben.

F1 F2 F3 F4 Kapacitas
T1 |7 8 5 6 45
T2 |3 2 1 9 50
T3 |5 9 4 3 65
Igény 40 40 40 40 160 = 160

A koltségmatrix elemeit a megoldas elallitasa soran természetesen figyelembe kell venni.
Fogyasztonként és telephelyenként kiszamitjuk a legolcsobb és a masodik legolcsobb helyek kozotti
kiilonbséget, ezt fel is tlintetjiik a tdblazatunkban a "Diff." felirat sorban/oszlopban.

Az indul6 disztribucios tablazatunk:

F1 F2 F3 F4 Diff Készlet |[Maradék
1 45 45
T1 |7 8 5 6
1 50 50
T2 13 2 1 9
1 65 65
T3 |5 9 4 3
Diff 2 6 3 3
Igény 40 40 40 40 Koltség 0
Szall. 0 0 0 0




Telep

Lathatjuk, hogy preferalnunk kell a szallitasi program készitése soran a masodik fogyasztot. Az els
1épésben az igényeit kell kielégiteni a masodik telephelyrl. Ha ezt csak egy késbbi fazisban

Fogyaszto

F1

F2

F3

F4

tennénk, akkor a masodik telephely kapacitasa mar kotott lehetne.

A szallitasi 6sszkoltség: z=2-40 = 80.

A masodik fogyasztohoz a sziikséges mennyiséget kiszallitva a koltségek kozotti differenciat
ismételten meg kell hatarozni mieltt a szallitasi terv masodik kotott helyét megvalasztanank. A

masodik fogyasztd mar nem vesz részt a szamitasban.

Fl F2 F3 F4 Diff || Készlet |Maradék
1 45 45
Tl 8
40 2 50 10
T2 2
1 65 65
T3 9 4
Diff 2 - 3 3
Igény | 40 40 40 40 Koltség | 80
Szall. | 0 40 0 0




Telep Fogyaszto

F1

F2
. /

F3

F4

A harmadik és a negyedik fogyasztd esetében a koltségdifferencia egyarant hdrom. Valasszuk a
negyediket a kotott hely meghatarozasahoz, ott kisebb a koltség (3).
A szallitasi 6sszkoltség: z=2-40 + 3-40 =200.

A differencidk ismételt meghatarozasa utan dontiink a harmadik kotott helyrl.

F1 F2 F3 F4 Diff Készlet |[Maradék
2 45 45
T1 |7 8 5 6
40 2 50 10
T2 |3 2 1 9
40 1 65 25

T3 |5 9 4 3
Diff 2 - 3 -
Igény | 40 40 40 40 Kéltség | 200
Szall. 0 40 0 40




Telep Fogyaszto

F2
T

-
®_

F1

3

4

A harmadik fogyasztd bevonasa kovetkezik, az igényét a masodik telephelyrl részben kielégitjiik,
majd ismételten meghatarozzuk a differencidkat.

A szallitasi Osszkoltség: z=2-40 +3-40 +1-10 =210.

F1 F2 F3 F4 Diff || Készlet |Maradék
2 45 45
T1|7 8 5 6
40 10 ) 50 0
T2 |3 2 1 9
40 1 65 25
T3 |5 9 4 3
Diff 2 - 1 -
Igény 40 40 40 40 Koltség | 210
Szall. 0 40 10 40




Telep Fogyaszto

. F
=
@

.\ F4

F1

2

3

Az els fogyasztohoz szallitjuk a harmadik telephely megmaradé készletét (25).

F1 F2 F3 F4 Diff Készlet |[Maradék
2 45 45
T1 |7 8 5 6
40 10 ) 50 0
T2 |3 2 1 9
25 40 i 65 0
T3 |5 9 4 3
Diff - - - -
Igény | 40 40 40 40 Koltség | 335
Szall. 25 40 10 40




Telep Fogyaszto

F1

m
F2

T
F3

™
T F4

Befejezésként az els telephely készletét az els €s harmadik fogyasztd kozott felosztjuk.

F1 F2 F3 F4 Diff Készlet |[Maradék
15 - 45 30
T1 |7 8 5 6
40 10 ) 50 0
T2 |3 2 1 9
25 40 ) 65 0
T3 |5 9 4 3
Diff - - - -
Igény | 40 40 40 40 Koltség | 440
Szall. 40 40 10 40




Telep Fogyaszto

F1

. /
7{ .
F3

.\ F4

A "Vogel-Korda" mddszer altal elallitott lehetséges bazismegoldast lathatjuk a kdvetkez
tablazatban.

A bazismegoldashoz tartozo szallitasi 6sszkoltség:

z=2-40+3-40 +1-10 +5-25 +7-25 + 5-30 =590. Annak ellenére, hogy a Vogel-Korda
modszerrel latvanyos koltségesokkentést értlink el, ez nem jelenti azt, hogy minden feladat esetében
ilyen sikeresen jarunk el. Abban sem lehetiink biztosak, hogy ez az optimalis megoldas, vagyis nincs
alacsonyabb koltség szallitasi terv.

Fl F2 F3 F4 Diff || Készlet |Maradék
15 30 ) 45 0
T1|7 8 5 6
40 10 ] 50 0
T2 |3 2 1 9
25 40 ) 6 0
T3|5 9 4 3
Diff - - - -
Igény | 40 40 40 40 Kéltség | 590
Szall. | 40 40 40 40




Telep Fogyaszto

F1

. /
% F2
F3

'\ F4

V¥ A szallitasi feladat optimalis megoldasanak meghatarozasa

A szallitasi feladat egy megengedett megoldasarol a linearis programozasi feladathoz hasonldan a
dualitasi tétel segitségével hatarozhatjuk meg, hogy optimalis-e. A primal feladat megoldasa akkor
optimadlis, ha az egyidejleg leolvashato dualvaltozok értékei a dudlfeladat megengedett megoldéasat
adjak.

A szallitasi feladat specialis megfogalmazasa miatt, egy megengedett megoldas meghatarozasanak
moédja kozvetleniil nem szolgaltatja a dualvaltozok értékeit.

A fejezet elején megfogalmaztuk a szallitasi feladathoz tartozo primal- és dualfeladatot. Ha a
dualvaltozok értékei ismertek lennének, behelyettesitve ket a dualfeladat feltételrendszerébe,
amennyiben minden feltételt kielégitenek, akkor kijelenthetjiik, hogy a primélfeladat megoldasa
optimalis.

A dudlvaltozok ismert értéke nélkiil is adddik lehetségiink az optimalités ellenrzésére.

Tekintstlik a kotott helyekhez tartozé X; primal valtozokat. A megfelel u,, €s \/ duélvaltozok a
dualfeladat feltételrendszerében a megfelel feltételt egyenlség szinten teljesitik.

n+m-1 kotott hely esetén az n+m darab dualvaltozéhoz n+m-1 szamu egyenlettel rendelkeziink,
melyek alakja

ul.+vj=cl.j

Egy valtoz6 6nkényesen 0-nak vélaszthatunk, a tobbi értéke kiszamithatd. A kiszamitott értékeket
felhasznaljuk arra, hogy a dualfeladat feltételrendszerének teljesiilését megvizsgaljuk.

ul.—i-ijcl.j




Ha teljesiil minden tovabbi feltételre, akkor a szallitasi feladat megoldas optimalis.

A gyakorlatban u; + v < ¢ teljesiilése helyett az ezzel egyenérték

0< Cij - (ul. + vj) egyenltlenség teljesiilését vizsgaljuk az 6sszes nem kotott hely esetében. Ha ¢

- (u .t vj) negativ legalabb egy esetben, akkor a megoldasunk nem optimalis és javitott

ij

bazismegoldast kell keresniink.
A fent ismertett eljarasban a dualvaltozok (u; , €s Vj) szokésos megnevezése potencial, az optimalitas

ellenrzése a potencidlok modszere. ,
Alkalmazzuk a potencialok modszereét az indulo feladatunkra. Ellenorizziik,hogy az ,,Eszaknyugati
sarok”” modszerrel kapott bazismegoldas optimalis-e.

A kotott helyek segitségével meghatarozzuk a potencidlok (dudlvaltozok) értékét. A kotott
viszonylatok esetében a koltség nagysdga megegyezik a két potencial osszegével.

u,+v, =7
u +v,=8
U, +v,=2
u, +v;=1
uy +v;=4
Uy +v;=3

u, értekét indulaskor nullanak valasztjuk. Majd a tobbi potencial értekét is meghatarozzuk.

v, =
Vv, 8
uz——6
v3=7
I/l3__3
v4=6

A potencidlok meghatarozasa utan a szabad helyekrl eldontjiik, hogy sziikséges-e a megoldas
javitasa érdekében valamelyiket bevonni a bazisba. A szabad helyek koltségadatabol le kell vonni a
két potencidl 0sszegét.

pl.: a masodik telephely — elso fogyaszto eseteben a szamitas: 3-(-6+7)=2 erteket ad. Hasonloan a
tobbi szabad hely esetében is elvégezziik a szamolast, az eredményt a kdvetkez tablazatban
talalhatjuk:



Készlet

Maradék

45

35

15

50

25

40

65

40

40

40

40

Koltség

625

40

40

40

40

Telep Fogyaszto
F1
F2

F3

F4

A negativ szamitasi eredmény egy szabad helyen azt jelenti, hogy be kell vonni a szallitasi feladat
megoldasaba. A javitashoz valasztunk egy, a viszonylatokbol képzett hurkot. A hurok csticspontjain
elhelyezked viszonylatok k6zott egy megfelelen megvalasztott értékkel valtoztatjuk a szallitott
mennyiségeket.

A hurok fogalma, megoldas javitasa

Valasszuk ki a koltségmatrix elemei koziil azt a szabad helyet, melyre a i~ ( u;, + vj) < 0 érték

minimalis. Olyan hurkot alkossunk, melyben ez a viszonylat szerepel, a hurok tovabbi cstucspontjait
pedig kotott helyek alkotjak. A viszonylatokbdl zart hurkot a kovetkez abrak szerint képezhetiink:



» vagy,

De nem tekinthetjiik javitdshoz vezet huroknak a kovetkez abrak szerinti viszonylat-sorozatokat:

vagy

A megrajzolt hurok mentén haladva meghatarozzuk a kotott helyekre programozott mennyiségek
minimumat. A kovetkez dbran feltlintetett hurok esetében tehat:

T1F2: 5
T,F;: 15
T,F,: 35

A minimum értéke 5. Ezzel az értékkel lehet novelni illetve csokkenteni a hurokhoz tartozo
viszonylatokban a szallitott mennyiségeket.



I 7 Vo~ 8 V3T 7 Vy© 6 Keszlet | Maradek
T1 40 5 |2 0 45 .
u; =017 8 5 6
T2 |2 35 5 |9 s .
u,=-6]3 2 1 9
T3 |1 4 25 40 65 .
U= -3 15 9 4 3
lgény | 40 40 40 40 || Koltség | 625
Szall. | 40 40 40 40

Telep Fogyaszto

F1

/

F2

F3

\

F4

Javitsuk tehat az elzekben kapott megoldast a hurok felhasznéalasaval.
T,-rl F,-hoz a szallitas 8 egységbe keriil, F5-hoz csak 5 egységbe. T, telephely Fy-hoz 1, F,-héz 2

egységért szallit. Ugy modositjuk a szallitasi tervet, hogy T, szallitson inkabb F;-hoz 5 egységnyi
arut, T, szallitson F,-hoz ugyanennyivel tobbet. Ugyan T, szallitasi koltsége novekszik, de T,
koltsége nagyobb mértékben csokken, vallalati szinten az 6sszkoltség csokken.

T,F, viszonylatban 5 helyett 0 ( -5)
T,F, viszonylatban 0 helyett 5 (+5)
T,F, viszonylatban 15 helyett 10 (-5)
T,F, viszonylatban 35 helyett 40 (+5)



740 +5-5+2-40+1-10 +4-25 +3-40=615

A fenti megoldas optimalitasat a potencialok ismételt meghatarozasaval ellenrizziik.

F1 F2 F3 F4
v, =7 2 6 =5 4 4 Keészlet | Maradek
T1 40 5 45 0
u1=0 7
T210 40 10 50 0
u2: _4 3
T3| -1 25 40 65 0
u;=-1|s
Igény 40 40 40 40 Koltség | 615
Szall. 40 40 40 40
Telep Fogyaszto
/7 F1
/7 F2
> F3
F4

be kell vonni a szallitasi tervbe.

A szamitas a szabad helyek ellenrzésével folytatjuk. A megoldas nem optimalis, T;F, viszonylatot




Vi= 7 Vo~ 6 V3© 5 Yy~ 4 Készlet | Maradék
2 45 0
6
) 50 0
9
40 65 0
3
Igény | 40 40 40 40 || Koltség | 615
Szall. 40 40 40 40

Telep Fogyaszto

F1

/

F2

F3

\

F4

T,F, viszonylatban 40 helyett 15 ( -25)
T,F, viszonylatban 5 helyett 30 (+25)
T,F, viszonylatban 25 helyett 0 (-25)
T,F, viszonylatban 0 helyett 25 (+25)

7-15+5-30 +2-40 +1-10 +5-25 + 3-40 =590.

Jelentsen csokkent az dsszes szallitasi koltség. A Vogel-Korda megoldas koltségszintjét értiik el. A
megoldas azzal egyezik meg.



Az optimalitas ellenrzése kovetkezik. A potencidlok meghatirozasa utan a szabad helyek
megoldasba vonhatosagat ellenrizziik. Mint a kdvetkez tablazatbol kitnik a

¢ — (4t V)

kifejezés értéke minden szabad hely esetében nem negativ. A fenti megoldasunk tehat optimalis.

F1 F2 F3 F4
V1:7 v2=6 3:5 v4=5 Keszlet | Maradek
T1 15 |2 30 |1 45 0
u, =07 8 6
T2 |0 40 10 |8 50 0
uy=-4 |3 2 9
T3 25 |5 40 6 0
Uy =-215 9 3
Igény | 40 40 40 40 Koltség | 590
Szall. 40 40 40 40
Telep Fogyaszto
- F1
- F2
> F3
F4




